
 單元 5：極限和微分 

 特定目標： 
 1. 學習極限的概念。 
 2. 計算函數的極限。 
 3. 求函數的導數。 
 4  利用微分法的技巧解數學問題。 

 
內容  時間

分配
教學建議  

36 

5.1 極限 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  5  
   
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    

 教師應複習函數的概念和記法。函數 f(x)在 x0的極限可視為當 x 趨近於 x0

時 f(x)所趨近的數值。教師可指出函數 f(x)在 x = x0時的極限是 f(x0)當且僅當
函數在 x = x0時是連續的，但不需對函數的連續性作嚴謹的處理。教師應介紹

和 等符號，並應和學生討論簡易代數函數的極限和趨向無窮

時簡易有理函數的極限。亦應介紹一些如下的例題以便澄清極限的概念。 

)x(flim
0xx→

)hx(flim
0h

+
→

例一 

描繪
2x
4x)x(f

2

−
−

= 的圖像並考慮當 x趨向 2時 的值。 )x(f

教師可讓學生列出下表並描繪 的圖像： )x(f
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當 x

 

或 

除了

方面

 

但教

x

f(
 0 1 1.9 1.99 1.999 2 2.001 2.01 2.1 3 

x) 2 3 3.9 3.99 3.999 未下定義 4.001 4.01 4.1 5 
教學建議  

     

越來越接近 2時， 越來越接近 4並記為 )x(f

 4)x(flim
2x

=
→

4
2x
4xlim

2

2x
=

−
−

→
 

( 2 , 4 )一點外，很明顯，
2x
4x)x(

2

−
−

=f 的圖像是和 一樣的。當x從兩

迫近 2時，可記作 

2xy +=

4)2x(lim
2x

)2x)(2x(lim
2x
4xlim

2x2x

2

2x
=+=

−
+−

=
−
−

→→→
 

師應強調 f(x)在 x = 2時是沒有定義的。 



x -100 -10 -1 -0.1 0 0.1 1 10 100 1000

-0.01 -0.1 -1 -10 未下定義 10 1 0.1 0.01 0.001)x(f
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例二 

試求  。 2
2x

xlim
→

由於函數 在 x = 2時是連續的，所以極限等如 f (2)。 2x)x(f =
  

。 42xlim 22
2x

==
→

教師可用圖像和數字說明。 

例三 

試求
31x

8xlim
8x −+

−
→

 。 

教師應提醒學生把根式有理化的技巧： 

31x
8x
−+

−  = 
)31x)(31x(

)31x)(8x(
++−+

++−  

 = 
9)1x(

)31)(8x +x(
−+
+−  

 = 3x ++  1

由此 6)31x(lim
31x

8xlim
8x8x

=++=
−+

−
→→

 

學生應知道
31x

8x
−+

−
在 x = 8時是沒有定義的。 

例四 

考慮當 x趨向無窮大時
x
1)x(f = 的極限。 

教師可介紹記號 。 )x(flim
x ∞→
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 學生應能列出下表和描繪
x
1
的圖像。 

 
 
 

 

 

學生應能夠看出當 x趨向無窮大時，
x
1
趨向 0，即 0

x
1lim

x
=

∞→
。教師可同時驗證

0
x
1lim

x
=

−∞→
 。 

 下列的定理可應用於計算函數的極限： 
若 及 存在，則 )x(flim

0xx→
)x(glim

0xx→

(a) [ ]= ±  )x(g)x(flim
0xx

±
→

) )x(glim
0xx→

x(flim
0xx→

(b) [ ])x(g)x(flim
0xx

⋅
→  

= ⋅  )x(flim
0xx→

)x(glim
0xx→



 
內容  時間

分配
教學建議  

40 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

    
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    

(c) [c . f(x)] = c ⋅ ，其中 c為一常數。 
0xx

lim
→

)x(f
xx

lim
0→

(d) 
)x(g
)x(flim

0xx→
=

)x(glim

)x(flim

0

0

xx

xx

→

→
，其中 ≠ 0。 )x(glim

0xx→

上述定理並不需要嚴謹的証明。 

 當處理三角函數時，而 θ 是以弧度為單位， 1sinlim
0

=
θ
θ

→θ
這個極限是十分有

用的。教師可引導學生從下圖中比較∆AOB，扇形 AOB和 ∆AOC的面積，然
後得出以上的結果。 

 

教師可鼓勵學生用計算機逐一計算當θ 的數值遞減如 0.1、0.01、0.001和 0.0001

時
θ
θsin
的數值，藉以驗證 1sinlim

0
=

θ
θ

→θ
。 

 例題和習作可包括
θ
θ

2
3sin
、

θ
θ

2
tan
、 2

cos1

θ

θ−
和

θ
θ

nsin
msin
其中m、n為常數。
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5.2  導數 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5.3 微分法 
 5.3.1  簡單代數函數和微分法的法則 

 

  4  
   
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
  4  
   

 以記號 ∆x和∆y表增量，若下列的極限存在，則函數 的導數可定

義為

)x(fy =

x
)x(f)xx(flim

x
ylim

0x0x ∆
−∆+

=
∆
∆

→∆→∆
。教師應介紹導數的常用記號例如 )x(f ′ 、

xd
yd
、y 、'

xd
)]x(f[d
和 )]x(f[

xd
d
等、並應強調

xd
yd
是一個記號而不應視為一個分數。

教師應舉例說明如何從基本原理求導數。例題應包括簡單的多項式和
bax

1
+
、

d
b

cx
ax

+
+
、 bax + 及

dcx
bax
+

+
其中 a、b、c、d為常數的代數式。至於三角函數

的處理方法則可留待介紹了微分法的法則後才作討論。 

 教師可導出下列微分法的法則，其中 c為一常數而 u、v是 x的函數。 

1. 0
xd
cd
=  

2. 1nn nx]x[
xd

d −= 其中 n為一整數(冪規律) 

  注意： 教師可介紹和利用 n為正整數的冪規律 1nn nx]x[
xd
d −= 而無需証明，

 但當 n是一個整數(包括正數和負數)的情況則宜在介紹了商法則之後
才作討論。 

3. )]x(f[
xd

dc)]x(cf[
xd

d
=  

4. 
xd
vd

xd
ud]vu[

xd
d

+=+  

5. [ ]
dx
duv

dx
dvuvu

dx
d

+=⋅ (積法則) 
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     5.3.2  複合函數和隱函數的微分 

    
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    
 
 
 
 
 
 
 
  4  
   

6. 2v
xd
vdu

xd
udv

v
u

xd
d −

=






 (商法則) 

 教師宜先用多項式作例題，示範如何微分一個常數、x的乘冪和 x的乘冪之

線性組合等。當學生已熟識了 n = 0, 1, 2, ⋯的冪規律 1nn nx]x[
xd
d −=

)52 +

，他們已可

以把一個多項式逐項微分。當確定了微分函數的和、積和商的法則之後，學生便

可以微分多項式的積和有理函數，例如 和x4)(3x2( +
x32

x21 2

+
−
等。 

下列的例題亦適用： 

例一 
n為一正整數，試從基本原理求 xn的導數。 

例二 

已知若 n為一正整數時 1nnx
xd

]nx[d −= ，同時若  0)x(f ≠

則 2)]x(f[

)]x(f[
xd
d

)x(f
1

xd
d −

=







。 

証明對所有整數， 1nnx
xd

]nx[d −= 正確。 

 教師應介紹一些複合函數、隱函數和反函數的例子。 

 教師然後應介紹鏈式法則: 
 

xd
ud

ud
yd

xd
yd

⋅=  

其中 y是 u的函數及 u是 x的函數。 
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 鏈式法則是可以用來微分複合函數、隱函數和反函數的。教師應介紹多兩個
有用的公式 

 

ud
xd
ud
yd

xd
yd
=  

及 

xd
yd
1

yd
xd
=  

 這些公式不需要嚴謹的証明但要有充足的應用題。教師可以用鏈式法則來証

明當 n是一有理數時 1nn nx]x[
xd
d −= 亦成立。在現階段學生應能運用微分的法

則於包括有理指數的代數式，例如(3x2+4) 2
5

或 x(2x-3) 2
3−
等。教師可利用 圓錐

曲線的標準方程或參數方程作為例題和習題。 

例一 

求 對 x的導數。 52 )1x2(y +=
經過一些練習，學生便可以運用鏈式法則並以下列的方法表達而無需代換

： 1x2u 2 +=

    
xd

)1x2(d

)1x2(d

)1x2(d
xd
yd 2

2

52 +
⋅

+

+
=  

        x4)1x2(5 42 ⋅+=

        42 )1x2(x20 +=

例二 
已知下列參數方程： 
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





=
=

t2y
tx 2

求
xd
yd
。 

學生應能運用
xd
yd =

td
yd
⋅

xd
td =

td
yd
⋅

td
xd
1
。 

例三 

求函數 的25yx 22 =+
xd
yd
在點 (3, 4) 處的值。 

教師可把結果用圖解說明。 

例四 

已知當 n為任何整數時 1nn nx]x[
xd

d −= 。 

証明當 m= q
p
，其中 p、q為整數且 q > 0， 1nn nx]x[

xd
d −= 。 

設
q
p

n xxy == ，則  pq xy =

在方程兩邊同時對 x求導數： 

 1p1q px
xd
ydqy −− =  

 
1q

1p

y

x
q
p

xd
yd

−

−
⋅








=  

       
1

q
p

x
q
p

−

⋅







=  

由此，可知當 n是一有理數時， 1nn nx]x[
xd

d −= 亦成立。 
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 5.3.3 三角函數的微分 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  3  
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
     
 

 在推出六個三角函數的導數之前，教師應先替學生溫習三角函數的極限、複
角公式或和積互變公式等。更應時常提醒學生所有角是以弧度為單位。sin x 的導
數是可以如下推出： 

 
h

xsin)hxsin(lim]x[sin
xd
d

0h

−+
=

→
 

         =
h

)
2
hsin()

2
hxcos(2

lim
0h

⋅+

→
 

          =

2
h

2
hsin

0h0h
lim

2
hxcoslim










→→
⋅








+  

          1xcos ⋅=
xcos    =  

其它三角函數的導數是可以由基本原理推出，亦可以利用以上的公式和導數公式

推出來，下列表示如何求 cos x的導數： 

 















−

π
= x

2
sin

xd
d]x[cos

xd
d  

          








−

π
−= x

2
cos  

          xsin−=  
教師可讓學生微分 tan x、cot x、sec x 和 cosec x而得出下列的結果： 

 xsec]x[tan
xd
d 2=  

 xcosec]x[cot
xd
d 2−=  

 xtanx sec]x sec[
xd
d

=  
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   5.3.4 高階導數 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5.4  微分的應用                      
 5.4.1 曲線的斜率、切線及法線 

    
 

 
 

  3  
   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    
 
 
 

   
 
 
  4  
   

 xcotx cosec]x cosec[
xd
d

−=  

 教師應提供足夠的例題和練習來幫助學生應用上述的公式及其它導數的公式
在簡易代數和三角函數中，但是，反三角函數之微分並不須要。 

 高階導數是可以由一階導數 逐次 微分獲得。已知一函數 可微分得其

一階導數

)x(fy =

)x(f
xd
ydy ′==′ ，則 f )x(′ 的導數稱為二階導數並以 









=′′==′′

xd
yd

xd
d)x(f

2xd

y2dy 為記號。如此類推，n 階導數亦可作類似義，教師

應介紹傳統的記號：











===

−

−

1n

1n
)n(

n

n
)n(

xd

yd
xd
dy

xd

yd)x(f 。 

可介紹下列的例題： 
例一 

已知 )kwtsin(ax += ，其中 a，w和 k為常數，証明 xw
td

xd 2
2

2
−= 。 

例二 
設 k)(f 2 +θ=θ θ2sin ，其中 k為常數。若 1)0(f =′ ，求 k的值。 

例三 

若 xcosxsinay += 滿足方程 by
dx

yd
2

2
=+ ，其中 a、b為常數，且當 t = 0時，

2
x
y
=

d
d
，求 a、b的值。 

 商差
x

)x(f)xx(f
x
y

∆
−∆+

=
∆
∆ 可視為一連接函數 的圖像中兩點

(x, f(x))和(x + ∆x, f(x + ∆x))的弦線的斜率。當∆x接近 0時，

)x(fy =

x
y

∆
∆
的極限值就

是曲線上(x, f(x))這點的切線的斜率。 
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教師可以利用一些簡單圖像，如 、2xy =
x
1

=y 或 x 等作切線以說明。25y22 =+

例一 

考慮曲線 在2xy = 2x = 的切線。 

在曲線 x=2之處繪畫一良好切線，其斜率是 4。教師應重申導函數在 x=2時的
值是可以由基本原理計出： 

 4
2x
2xlim

dx
dy 22

2x2x
=

−
−

=







→=

 

其中的商差
2x
2x 22

−
−
正是一條連接曲線 y = x2上點(2, 4)和變動點(x, x2)的弦線的

斜率。  
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例二 

考慮在圖像
x
1y = 上的切線。 

從
x
1y = 的圖像中可以看出在 x=2 處的切線的斜率，其結果可以利用微分法驗

証： 

 
4
1                

x

1
dx
dy

2x
2

2x
−=−=









==
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 5.4.2 極大及極小、簡易曲線的描繪 

    
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
 

  5  
   

               

         
 
當學生明瞭事實後，他們應能求得簡單曲線的切線和法線。 

 在此課程，相對極值和絕對極值(最大/最小值)都應考慮。學生亦應可分辨
相對和絕對極值。 

 教師應引導學生接受下列事實： 

  (i) 若 ，則該函數在 x0)x(f 1 >′ 1處是遞增的； 
  (ii)  若 ，則該函數在 x0)x(f 1 <′ 1處是遞減的； 
  (iii) 若 ，則該函數在 x0)x(f 1 =′ 1處為一平穩點。 

 學生應清楚知道若 且當 x遞增經 x1時，f 的值由正變負，則
f(x)在 x1處為一相對極大值。若 f 且當 x遞增經 x1時，f 的值由負變
正，則 f(x)在 x1處為一相對極小值。若二階導數在 x1處不是零，則它亦可以決定

f(x1)是一相對極大值或一相對極小值。若 f 而且 ，則 f(x)在
x1處為一極大值。若 f 而且 f ，則 f(x)在 x1處為一極小值。教

0)x(f 1 =′
x(′

0)1 =

)x(′

(f ′′

0)1 =

)x( 1′′

)x(′

0)x1 <0)x( 1 =′
0x(′ >
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師應強調一階及二階導數皆可用來試驗極點，但是，如果求一階導數的導數過於

困難的話，以一階導數試點較為容易。 
 學生應注意到若某函數的定義域包含一端點，則該函數可能在該端點達致極
值。 

 函數的一階導數提供了一個方法去求函數的轉向點(極大或極小)和函數是遞
增的或遞減的區間。衹要描繪了具有關連性的幾點便可以決定函數曲線的形狀。

例如，描繪曲線 在)1x()1x(y 2 +−= 2x2 ≤≤− 區間內，教師應引導學生求曲

線與兩軸的交點和當
xd
yd
是負值、零或正值時 x 的數值。學生計算了有關資料

後，應不難描繪曲線如下： 
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 5.4.3 變率 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 5.4.4 微增量 

 
 
 

 
   2  
    

 
 
 
 
 
 

 
   2  
 

教師應提醒學生將圖像適當地註釋。可讓學生描繪的曲線包括
2x

1x2xy 2

2

+

+−
= 和

4x

2x4y 2 +

−
= 等。對較高能力的學生，教師可和他們討論拐點和漸近線。 

 若 x為一時間 t的函數，則其導數
td
xd
為 x對時間 t的變率。速度和加速度是

變率的好例子。有關變率的問題亦應討論。以下為兩個有關的例題。 

例一 
一倒置圓錐形的漏斗底半徑為 30 cm，高為 40cm。水從漏斗的底部以

的速率流出。當水深為 20cm時，求水面的下降速率。 13scm −π

例二 
一身高 2 m的人以 2 ms-1的速率沿著一直路背著一高 6 m的燈而行。求此人影
子增長的變率。 

 若 )x(fy = 而∆x為 x的充份微小的增量，則由圖可見 x)x(fy ∆′≈∆ 和

)x(f)x(fyx(f )x(f)x ′+≈∆+=∆+ ‧ x∆  

 
教師應對指出如何應用微增量的概念來計算近似值和估計誤差。 
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例一 

已知
2
160cos =° ，利用微增量方法求 的近似值。 °61cos

設 xcos)x(f = ，則 xsin)x(f −=′  

3
60x π

=°= 弧度 

180
1x π

=°= 弧度 








 π
−=








 π







 π
−+







 π
≈








 π
+

π
=°

1802
35.0

1803
sin

3
cos

1803
cos61cos

 

∴ 485.061cos ≈°  
教師應提醒學生變數 x在函數 xcos)x(f = 應以弧度為單位。 

例二 
若量度一固體球體的半徑時的百分誤差為 0.1%並計算球體的體積，試估計體積
的百分誤差。 
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